
　ホイットニー・カスプの判定法の証明

[USY] の第 4 章でホイットニー・カスプの判定法（定理 4.4.1）を与えた．
本稿では，本文で省略した証明を与える．

ホイットニー・カスプの判定法（本文の定理 4.2.1）は，定理 4.2.3 で与えた
「ツバメの尾の判定条件」と，形の上では非常に似ている．実際，命題 4.2.4

と同様の方法で，定理 4.4.1の (2) の条件が定義域と値域の座標のとり方と
特異点識別子および拡張された退化ベクトル場のとり方に依存しないことが
確かめられる．
標準的ホイットニー・カスプが定理 4.4.1 (2) の条件を満たすことはすで
に例 4.4.3で示しているので，定理の条件を満たす特異点が標準的ホイット
ニー・カスプに右左同値であることを示せばよい．
まず，R2 の原点 0 := (0, 0) を含むある領域で定義されたR2 への写像芽

f : (R2,0) → (R2,0)

を考える．以下，特に断らない限り，(u, v) を定義域の原点付近の局所座標
とし，(x, y) を値域 R2 の標準的な座標とする．本稿の目標は，以下の主張
を示すことである：

定理 A C∞ 写像芽 f : (R2,0) → (R2,0) が，以下の 2 条件を満たすと
する：

(i) 原点は非退化な特異点（本文第 4.4節参照）である,

(ii) 特異点識別子（本文第 4.4節）Λ は Λη(0) = 0, Ληη(0) 6= 0 を満たす,

ただし, η̃ を拡張された退化ベクトル場で，下付きの η で η̃ による微分
を表す．

このとき，原点の近傍の局所座標 (ũ, ṽ) と値域の原点の近傍上の微分同相
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写像 Φ が存在して
Φ ◦ f(ũ, ṽ) = (ũṽ − ũ3, ṽ) (∗)

が成り立つ．

本文の式 (4.12) では標準的ホイットニー・カスプを f(u, v) = (u3 − 3uv, v)

で定義したが，座標変換 (u, v) 7→ (−u, v/3) と値域の微分同相写像 Φ :

(x, y) 7→ (x, 3y) によって f は (∗) の形になるため，定理A を示せばホイッ
トニー・カスプの判定法（本文の定理 4.4.1 (2)）を示したことになる．
以下の証明はホイットニー ([W]) によるものである．代数型のマルグラン
ジュの予備定理を用いた現代的な別証明は [GG] の 7 章にある．
証明は少々複雑であるが，方針は本文第 3章で与えたカスプ・交叉帽子・
カスプ辺の判定法の証明と同じで，定理の条件を満たす写像芽 f に対して，
定義域の座標変換と値域の微分同相写像を適切に施して，f が (∗) の右辺の
形で表されることを示す．

1 記号の導入
定理 A の証明において，以下のように高次の項を表すための記号を導入す
る．非負の整数 d を 1つ固定し，R2 の原点 0(= (0, 0)) の近傍で定義され
た C∞ 関数 h(u, v) に対して h が集合 O(d) に属することを

|h(u, v)|
(u2 + v2)d/2

が原点付近で有界であることと定義する．定義から，O(d) は関数の和とス
カラー倍に関して閉じていることがわかる．さらに h1 ∈ O(d1), h2 ∈ O(d2)

のとき，積 h1h2 は O(d1 + d2) に属する．また，h ∈ O(d) ならば，h の
(d − 1) 階までのすべての偏導関数は，（定義域上の）原点で零になる．例え
ば h ∈ O(3) は

h(0, 0) = hu(0, 0) = hv(0, 0) = huu(0, 0) = huv(0, 0) = hvv(0, 0) = 0

と同値である．さらに，原点 (0, 0) の近傍で定義された 2 つの C∞ 関数
g(u, v), h(u, v) が，d ≥ 0 に対して h− g ∈ O(d+ 1) を満たすとき，

g(u, v) ≡d h(u, v) (1.1)

と記す．各非負整数 d に対して (1.1) は 原点 (0, 0) において g と h の d 階
以下全ての偏導関数が一致することと同値である．例えば
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u2 + uv + v3 ≡2 u
2 + uv

である．関係 ≡d は原点を原点に写す座標変換によらない．誤解の心配のない
ときは 1変数のC∞ 関数 φ(t)に対しても同じ記号を使う．つまり，φ ∈ O(d)

は |φ(t)|/|t|d が t = 0 の近傍で有界であることを意味する．

2 第 1段階の座標変換
まず次の命題を示す.

命題 2.1 f : (R2,0) → (R2,0) を，定理 Aの条件を満たす C∞ 写像とす
る．このとき, 定義域の原点の近傍の局所座標 (ũ, ṽ) と値域 R2 の原点の近
傍上で定義された R2 の中への微分同相写像 Φ が存在して

Φ ◦ f(ũ, ṽ) = (k(ũ, ṽ), ṽ) , k(ũ, ṽ) ≡3 ũṽ − ũ3 (2.1)

を満たし， ∂ũ(:= ∂/∂ũ) は拡張された退化ベクトル場にすることができる.

注意 2.2 一般に f(u, v) =
(
k(u, v), v

) の形の C∞ 写像があると，定義域
上のベクトル場 ∂u は拡張された退化ベクトル場となる，つまり， f の特異
点集合上で ∂u は退化ベクトル場を与える. 実際，特異点識別子 Λ を f のヤ
コビ行列式 Jf ととると，

Λ = Jf = det(fu, fv) = det

(
ku kv

0 1

)
= ku

だから, 特異点集合は {(u, v) ; ku(u, v) = 0} であり，この集合上で

df(∂u) = fu = (ku, 0) = 0

が成り立つ．

与えられた f に対して座標変換を順にとっていくことにより命題 2.1 を
示す.

補題 2.3 命題 2.1 の条件の下, 定義域の原点の近傍の局所座標 (ũ, ṽ) と値
域 R2 の原点の近傍上の微分同相写像 Φ が存在して

Φ ◦ f(ũ, ṽ) = (ũ(ṽ + s(ũ, ṽ)), ṽ) , s ∈ O(2) (2.2)

が成り立つ.
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証明 定理 A の条件 (i) から，fu(0, 0)，fv(0, 0) のどちらかは零でない
ので，必要なら u, v を入れ替えて fv(0, 0) 6= 0 と仮定してよい．いま，
f(u, v) = (x̄(u, v), ȳ(u, v)) と記すと1，必要なら値域 R2 の座標を入れ替え
て ȳv(0, 0) 6= 0 と仮定してよい．この状況で ũ = u, ṽ = ȳ(u, v) とおくと
(u, v) 7→ (ũ, ṽ) は，定義域の原点付近での座標変換になる．この座標変換に
より，f は

f(ũ, ṽ) = (x̄(ũ, ṽ), ṽ)

と書かれる．いま，Φ(x, y) := (x − x̄(0, y), y) とおくと，これは R2 の原
点の近傍上の微分同相写像となる．ここで k̃(ũ, ṽ) := x̄(ũ, ṽ)− x̄(0, ṽ) とお
くと

Φ ◦ f(ũ, ṽ) = (k̃(ũ, ṽ), ṽ), k̃(0, ṽ) = 0

となる．この第 2式と，因子の補題（本文付録Aの命題 A.1）より，C∞ 関
数 h が存在して k̃(ũ, ṽ) = ũh(ũ, ṽ) を満たす．原点は f の特異点なので
h(0, 0) = 0 である.

ここで Φ ◦ f を f に置き換え，特異点識別子 Λ をヤコビ行列式 Jf にと
ると Λ = h+ ũhũ となる．注意 2.2 から, η̃ := ∂ũ は拡張された退化ベクト
ル場である. 定理 A の条件 (ii) より,

0 = Λη(0, 0) = Λũ(0, 0) = (h+ ũhũ)ũ|(ũ,ṽ)=(0,0) = 2hũ(0, 0) (2.3)

が成り立つ．このことと条件 (i) の非退化性から

Λṽ(0, 0) = (h+ ũhũ)ṽ|(ũ,ṽ)=(0,0) = hṽ(0, 0) 6= 0

となる. ゆえに b := hṽ(0, 0) とおくと h(ũ, ṽ) は

h(ũ, ṽ) = bṽ + s(ũ, ṽ) (b 6= 0)

の形をしている. さらに (2.3) から s ∈ O(2) である. そこで Ψ(x, y) :=

(x/b, y) とおくと

Ψ ◦ f(ũ, ṽ) = (ũ(ṽ + s(ũ, ṽ)/b), ṽ)

を得る. s(ũ, ṽ)/b を s(ũ, ṽ) と書きなおせば主張が示される． □

次の補題は補題 2.3 の s(ũ, ṽ) の 2 次の項が ũ2 の項のみにできるように改
良したものである．
1 本稿では値域の標準座標を (x, y) と書き，それと区別するために，f(u, v) の x 成分，y 成
分はそれぞれ x̄(u, v)，ȳ(u, v) などと書く．
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補題 2.4 命題 2.1 の条件の下，定義域の原点の近傍の局所座標 (ũ, ṽ) と
C∞ 級関数 k(ũ, ṽ) および値域 R2 の原点付近の微分同相写像Φ が存在して

Φ ◦ f(ũ, ṽ) = (k(ũ, ṽ), ṽ) , k(ũ, ṽ) ≡3 ũ(ṽ + a30ũ
2)

が成り立つ．ただし a30 は定数である．

証明 補題 2.3 より, f は

f(u, v) = (x̄(u, v), v), x̄(u, v) := u(v + s(u, v)), s ∈ O(2) (2.4)

と書けているが，u s(u, v) ∈ O(3) なので a30, a21, a12 ∈ R が存在して

u s(u, v) ≡3 a30u
3 + a21u

2v + a12uv
2

を満たす．そこで k(u, v) := x̄(u, v)− a12x̄(u, v)v とおくと

k(u, v) ≡3 uv + a30u
3 + a21u

2v

となる．写像 Φ : (x, y) 7→ (x− a12xy, y) を考えると，これは原点の近傍上
の微分同相写像であり, Φ ◦ f(u, v) = (k(u, v), v) を満たすが，

k(u, v) ≡3 uv + a30u
3 + a21u

2v ≡3 v(u+ a21u
2) + a30(u+ a21u

2)3

となる．特に，定義域の新しい局所座標 (ũ, ṽ) を

ũ := u+ a21u
2, ṽ := v

で定めると，主張が得られる． □

命題 2.1 の証明．補題 2.4 より，f は

f(u, v) = (x̄(u, v), v), x̄(u, v) = uv + a30u
3 + r(u, v), r ∈ O(4)

の形をしているとしてよい．特異点識別子 Λ を f のヤコビ行列式にとると
Λ = v + 3a30u

2 + ru となる．注意 2.2 より η̃ := ∂u は拡張された退化ベク
トル場であるから，定理 A の条件 (ii) と ru ∈ O(3) により

0 6= Ληη(0, 0) = Λuu(0, 0) = 6a30

が成り立つ．いま，定義域の局所座標 (ũ, ṽ) を u := ũ/α，v := αṽ で定める．
ただし α は α3 = −a30 を満たす実数である. このとき x̄(u, v) ≡3 ũṽ − ũ3

となるので,

Φ(x, y) := (x, y/α)
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で定まる値域の原点付近の微分同相写像 Φ により Φ ◦ f(ũ, ṽ) は (2.1)の形
をしていることがわかる． □

3 第 2段階の座標変換
命題 2.1 より，定理 Aの条件を満たしている写像は

f(u, v) = (uv − u3 + r(u, v), v), r ∈ O(4) (3.1)

と書ける．これから定義域と値域の座標変換により，r ∈ O(7)を満たすよう
な r がとれること，すなわち，次の命題を示す：
命題 3.1 f : (R2,0) → (R2,0) を C∞ 写像で定理 Aの条件を満たすもの
とする．このとき，定義域の原点の近傍の局所座標 (ũ, ṽ) と値域 R2 の原点
の近傍上の微分同相写像 Φ が存在して

Φ ◦ f(ũ, ṽ) =
(
ũṽ − ũ3 + r(ũ, ṽ), ṽ

)
, r ∈ O(7) (3.2)

が成り立つ．
準備として次の補題を用意する.

補題 3.2 4以上の整数 d と
f(u, v) =

(
uv − u3 + r(u, v), v

)
, r ∈ O(d),

の形の f に対して定義域の原点の近傍の局所座標 (ũ, ṽ) が存在して
f(ũ, ṽ) =

(
ũṽ − ũ3 + aũd + r1(ũ, ṽ), ṽ

)
, r1 ∈ O(d+ 1) (3.3)

と書ける．ただし a は定数である．

証明 関数 r(u, v) を 3つの部分，すなわち，「ud の項」，「他の d 次の項」，
「d+ 1 次以上の項」に分けて

r(u, v) = aud + vs(u, v) + t(u, v)

と記す．ただし a ∈ R, s ∈ O(d− 1), t ∈ O(d+ 1) である. このとき
ũ := u+ s(u, v), ṽ := v

とおくと s ∈ O(d− 1) (d ≥ 4) だから, (ũ, ṽ) は定義域の原点付近の局所座
標を与える．ここで

ũṽ − ũ3 + aũd ≡d uv − u3 + aud + vs(u, v) ≡d uv − u3 + r(u, v)
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が成り立つので主張が得られる． □

さらに，補題 3.2 を用いて，式 (3.1) において r ∈ O(4) を r ∈ O(5) に
できることを示す：

命題 3.3 式 (3.1) の f に対して，定義域の原点の近傍の局所座標 (ũ, ṽ) と
値域 R2 の原点の近傍上の微分同相写像 Φ が存在して

Φ ◦ f(ũ, ṽ) =
(
ũṽ − ũ3 + r(ũ, ṽ), ṽ

)
, r ∈ O(5)

が成り立つ．

証明 式 (3.1) の f に補題 3.2 を適用し， f が (3.3) の d = 4 の形である
と仮定してよい. さらに α := a/2 とおくと

f(u, v) =
(
x̄(u, v), v

)
, x̄(u, v) := uv − u3 + 2αu4 + r(u, v), r ∈ O(5)

と書ける．この状況で，新しい定義域における原点付近の局所座標 (ũ, ṽ) を{
ũ := u/(1 + αu),

ṽ := (1 + αu)v − α
(
u3 − 2αu4 − r(u, v)

)
= v + αx̄(u, v)

で定めると，1/(1 + αu) = 1− αu+ α2u2 + · · · から

ũṽ ≡4 uv −
αu

1 + αu

(
u3 − 2αu4 − r(u, v)

)
≡4 uv − αu4,

ũ3 =
u3

(1 + αu)3
≡4 u

3(1− αu+ α2u2 + · · · )3 ≡4 u
3 − 3αu4

となる. この式から

ũṽ − ũ3 ≡4 uv − u3 + 2αu4 ≡4 x̄(u, v)

を得る．ゆえに Φ : (x, y) 7→ (x, y + αx) で定まる R2 の原点付近の微分同
相写像によって

Φ ◦ f(u, v) ≡4 (ũṽ − ũ3, ṽ)

となる． □

次を示す．

命題 3.4 式

f(u, v) =
(
uv − u3 + r(u, v), v

)
, r ∈ O(5) (3.4)
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で与えられた写像 f に対して，定義域の原点の近傍の局所座標 (ũ, ṽ) と値
域 R2 の原点付近の微分同相写像 Φ が存在して

Φ ◦ f(ũ, ṽ) =
(
ũṽ − ũ3 + r(ũ, ṽ), ṽ

)
, r ∈ O(6) (3.5)

が成り立つ．

証明 式 (3.4) の f に補題 3.2 を適用して

f =
(
x̄(u, v), v

)
, x̄(u, v) := uv − u3 + au5 + r1(u, v), r1 ∈ O(6)

の形に書けているとしてよい. この状況で，新しい原点付近の局所座標 (ũ, ṽ)

を ũ := u− a

6
uv − a

3
u3 +

a2

12
u3v

ṽ := v

で定めると
ũ3 ≡5 u

3 − au3v

2
− au5 +

a2u3v2

12

となる．特に
ũṽ − ũ3 ≡5 x̄(u, v)−

avx̄(u, v)

6

となる．ゆえに
Φ : (x, y) 7→

(
x− axy

6
, y
)
,

で定まる R2 の局所微分同相写像 Φ により， f は (3.5) の形になる． □

命題 3.1 の証明．式 (3.5) において r ∈ O(6) から r ∈ O(7) にできること
を示せばよい．
補題 3.4 より f は (3.5) の形としてよい．さらに補題 3.2 を適用して

a := 4α とおくことにより

f(u, v) =
(
x̄(u, v), v

)
,

ただし

x̄(u, v) := uv − u3 + 4αu6 + r1(u, v), r1(u, v) ∈ O(7)

と書けているとしてよい．このとき，新しい局所座標 (ũ, ṽ) を{
ũ :=u− αu2v − αu4,

ṽ :=v
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と定めると

ũṽ − ũ3 ≡6 uv − αu2v2 + 2αu4v − u3 + 3αu6

≡6 uv − u3 + 4αu6 − α(uv − u3 + 4αu6)2

であるから
x̄(u, v)− αx̄(u, v)2 ≡6 ũṽ − ũ3

が成り立つ．ゆえに，値域の原点付近の微分同相写像Φ : (x, y) 7→ (x−αx2, y)
により，f は (3.2) の形になる． □

4 特異点集合の標準化
命題 3.1 により, 定理 A の条件を満たす写像 f は定義域と値域の原点付近
の座標変換により，式 (3.2) の形で表されることがわかった．ここでは，こ
の形の f に対して，特異点集合が標準的ホイットニー・カスプの特異点集合
{v = 3u2} と一致するような座標変換を行う．まず，以下の命題を示す.

命題 4.1 f : (R2,0) → (R2,0) を C∞ 写像で定理 Aの条件を満たすもの
とする．このとき，定義域の原点の近傍の局所座標 (ũ, ṽ) と値域 R2 の原点
の近傍上の微分同相写像 Φ が存在して

Φ ◦ f(ũ, ṽ) =
(
ũṽ − ũ3 + r(ũ, ṽ), ṽ

)
, r ∈ O(6),

rũ(ũ, 3ũ
2) = 0

が成り立つ．さらに f の特異点集合は {ṽ = 3ũ2} である．

写像 Φ は値域 R2 の微分同相写像なので, f の特異点集合と Φ ◦ f の特異点
集合は一致する.

証明 命題 3.1 により f は

f(u, v) =
(
uv − u3 + r(u, v), v

)
, r ∈ O(7) (4.1)

と書けているとしてよい. 特異点識別子 Λ として f のヤコビ行列式をとると

Λ(u, v) = v − 3u2 + ru(u, v)

が成り立つ．関数 r は r ∈ O(7) だから, Λv(0, 0) 6= 0 が成り立つ．したがっ
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て，陰関数定理より u = 0 の近傍で定義された 1変数の C∞ 関数 φ(u) が
存在して

Λ(u, φ(u)) = φ(u)− 3u2 + ru(u, φ(u)) = 0, φ(0) = 0 (4.2)

を満たし，f の特異点集合は {v = φ(u)} となる．式 (4.1) から, ru ∈ O(6)

となるので，(4.2) を微分して

φ′(u)− 6u ∈ O(5), φ′′(u)− 6 ∈ O(4), (′ = d/du) (4.3)

が成り立ち，特に φ(0) = φ′(0) = 0, φ′′(0) = 6 となる. ゆえに因子の補題
（本文付録 Aの命題 A.1）より，C∞ 関数 ψ(u) が存在して

φ(u) = 3u2ψ(u), ψ(0) = 1 (4.4)

が成り立つ．そこで s(u) :=
√
ψ(u) とおくと， s は u = 0 の近傍で定義さ

れた 1変数の C∞ 関数で,

φ(u) = 3u2s(u)2, s(0) = 1

を満たす．式 (4.3) により φ(3)(0) = φ(4)(0) = φ(5)(0) = 0 なので，(4.4)

を微分して ψ′(0) = ψ′′(0) = ψ(3)(0) = 0 が従う．ゆえに式 s(u) =
√
ψ(u)

を微分することにより

s(0) = 1, s′(0) = s′′(0) = s(3)(0) = 0

となるので，C∞ 関数 s1 が存在して

us(u) = u+ s1(u) s1 ∈ O(5)

が成り立つ．したがって (ũ, ṽ) := (u+ s1(u), v) とおくと，これは原点付近
で R2 の新しい局所座標となる．とくに u = ũ+ s2(ũ) (s2 ∈ O(5)) と書け
るので，

uv − u3 ≡7 ũṽ − ũ3 + s2(ũ)ṽ ≡6 ũṽ − ũ3

を満たす．式 (4.1)から,

f(u, v) =
(
k(ũ, ṽ), ṽ

)
, k(ũ, ṽ) := ũṽ − ũ3 + r1(ũ, ṽ) r1 ∈ O(6)

と書けるが，
φ(u) = 3(us(u))2 = 3(u+ s1(u))

2 = 3ũ2

だから, f の特異点集合は {(u, v) ; v = φ(u)}) は {(ũ, ṽ) ; ṽ = 3ũ2} と書け



5 特異点集合の像の標準化 11

る．最後に ṽ = 3ũ2 を関数 k の定義式を微分した式に代入して

0 = kũ = ṽ − 3ũ2 + (r1)ũ(ũ, ṽ) = (r1)ũ(ũ, 3ũ
2)

が得られる. □

5 特異点集合の像の標準化
以下を示す.

命題 5.1 f : (R2,0) → (R2,0) を C∞ 写像で定理 Aの条件を満たすもの
とする. このとき，定義域の原点の近傍の局所座標 (ũ, ṽ) と値域 R2 の原点
の近傍上の微分同相写像 Φ が存在して

Φ ◦ f(ũ, ṽ) =
(
ũṽ − ũ3 + r(ũ, ṽ), ṽ

)
, r ∈ O(3) (5.1)

という形に書け，r は

r(ũ, 3ũ2) = rũ(ũ, 3ũ
2) = rṽ(ũ, 3ũ

2) = 0 (5.2)

を満たす．さらに Φ◦f(ũ, ṽ) に対して {ṽ = 3ũ2} は特異点集合で，{27x2 =

4y3} は特異点集合の像である．

注意 5.2 式 (5.2) を満たす r により式 (5.1) で与えられた Φ ◦ f(ũ, ṽ) に
対して命題の最後の主張は次のように示される. まず, (Φ ◦ f)ũ(ũ, 3ũ2) = 0

となるので, 特異点集合は {ṽ = 3ũ2} であり, Φ ◦ f(ũ, 3ũ2) = (2ũ3, 3ũ2) が
成り立つ. したがって，特異点集合の像は {27x2 = 4y3} である. これらは
標準的ホイットニー・カスプ (∗) の特異点集合とその像に一致する.

証明 命題 4.1 により，f は

f(u, v) =
(
uv − u3 + r(u, v), v

)
, ru(u, 3u

2) = 0, r ∈ O(6) (5.3)

としてよい．ここで, r(u, v) ∈ O(6) だから，r(u, 3u2) ∈ O(6) で, 因子の補
題（本文付録 Aの命題 A.1）により，1 変数の C∞ 関数 ρ が存在して

r(u, 3u2) = u2ρ(u), ρ(u) ∈ O(4)

を満たす．右辺の関数 ρ(u) を以下のように奇関数と偶関数に分解する:

ρ(u) = ρ1(u)+ρ2(u)

(
ρ1(u) :=

ρ(u) + ρ(−u)
2

, ρ2(u) :=
ρ(u)− ρ(−u)

2

)
.
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このとき, ホイットニーの補題（本文第 3章の定理 3.1.7）より, 1変数の C∞

関数 s1, s2 が存在して

ρ1(u) = s1(u
2), ρ2(u) = us2(u

2)

ρ ∈ O(4) であることから，s1(t) ∈ O(2) と s2(t) ∈ O(1) がわかる．1変数
の C∞ 関数 σ1, σ2 を

σ1(t) := − 2ts1(t/3)

3(2 + s2(t/3))
, σ2(t) := − s2(t/3)

2 + s2(t/3)

によって定めると，σ1 ∈ O(3) と σ2 ∈ O(1) がわかる．
関数 s1, s2 の定義から r(u, 3u2) = u2

(
s1(u

2) + us2(u
2)
) だから

R(u) := σ1(3u
2) +

(
2u3 + r(u, 3u2)

)
σ2(3u

2) (5.4)

とおくと，直接計算により

R(u) = −u2
(
s1(u

2) + us2(u
2)
)
= −r(u, 3u2) (5.5)

を示すことができる．
そこで, R2 の原点付近の局所微分同相写像 Φ を

Φ : (x, y) 7→
(
x
(
1 + σ2(y)

)
+ σ1(y), y

)
と定め，C∞ 関数 k(u, v) を

Φ ◦ f(u, v) =
(
k(u, v), v

)
(5.6)

で定めると

k(u, v) = (uv − u3 + r(u, v))(1 + σ2(v)) + σ1(v)

となる．式 (5.4) と式 (5.5) の右辺は等しいので,

k(u, 3u2) = 2u3 + r(u, 3u2) +R(u) = 2u3

が成り立つ．関数 r1(u, v) を

r1(u, v) := k(u, v)− (uv − u3) (5.7)

と定めると，r ∈ O(6)，σ1 ∈ O(3)，σ2 ∈ O(1) だから

r1(u, v) = r(u, v) + (uv − u3 + r(u, v))σ2(v) + σ1(v) ∈ O(3) (5.8)

が成り立つ．ゆえに

r1(u, 3u
2) = (r1)u(u, 3u

2) = (r1)v(u, 3u
2) = 0 (5.9)
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を示すことができれば r1 を r と書き直すことで主張が示せる. 以下でこれ
を示す．式 (5.8) と (5.4) と (5.5) の右辺が等しいことから

r1(u, 3u
2) = r(u, 3u2) +R(u) = 0

が成り立つ. 次に (r1)u(u, 3u
2) = 0 を示す. 式 (5.3) の f の特異点集合

は {v = 3u2} であり，∂u は拡張された退化ベクトル場（注意 2.2）だから
fu(u, 3u

2) = 0 がわかる．ゆえに (5.6) より ku(u, 3u
2) = 0 となる．ここで

式 (5.7) から
0 = ku(u, 3u

2) = (r1)u(u, 3u
2)

となるので (r1)u(u, 3u
2) = 0 がわかる．

最後に (r1)v(u, 3u
2) = 0 を示す．式 r1(u, 3u

2) = 0 を u で微分して

0 =
d

du
r1(u, 3u

2) = (r1)u(u, 3u
2) + 6u(r1)v(u, 3u

2) = 6u(r1)v(u, 3u
2)

となるので，u 6= 0 に対して (r1)v(u, 3u
2) = 0 が成り立つが，連続性より

u = 0 でも同じ式が成り立つ． □

6 定理 A の証明
定理 A の証明．命題 4.1 から f は (5.2) を満たす r によって (5.1) の形で
書かれているとしてよい．関数 r̃ を

r̃(u, t) := r(u, t+ 3u2),

で定めると (5.2) から,

r̃(u, 0) = r(u, 3u2) = 0, r̃t(u, 0) = rv(u, 3u
2) = 0

が成り立つ．ゆえに，因子の補題（本文付録Aの命題 A.1）から C∞ 関数 ρ

が存在して r̃(u, t) = t2ρ(u, t) と書ける．この式の t に v − 3u2 を代入して

r(u, v) = (v − 3u2)2r1(u, v)

となる．ただし r1(u, v) := ρ(u, v − 3u2) である．関数 r は O(3) に属する
ので r1 ∈ O(1) となる. ところで，いま，変数 u, v, w の C∞ 関数 H を

H(u, v, w) :=
(
1− 3uw − (v − 3u2)w2

)
w − r1(u, v)

で定めると，H(0, 0, 0) = 0, Hw(0, 0, 0) = 1 となるので，陰関数定理より
C∞ 関数 (w =)a(u, v) が存在して
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H(u, v, a(u, v)) = 0, a(0, 0) = 0

が成り立つ．逆写像定理により，(ũ, ṽ) := (u+ (v − 3u2)a(u, v), v) で定ま
る (ũ, ṽ) は原点付近の局所座標となる．このとき，

ũṽ − ũ3 −
(
uv − u3 + r(u, v)

)
= (v − 3u2)2H(u, v, a(u, v)) = 0

が成り立つ．ゆえに f(ũ, ṽ) = (ũṽ − ũ3, ṽ) となる． □
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